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(Presenté par |. Vinogradov, membre de l|Académie)

Soit donné un systeme quelconque de points dans l’espace;ix n dimensions.
Je me propose de considérer une sphére se mouvant entre les points de ce systéme
se rétrécissant et se dilatant & volonté et assujettie & la seule condition d’étre
«vide», c’est-a-dire de ne pas contenir dans son intérieur des points de ce systéme.
C’est la «méthode de la sphere vide» que j’ai proposé pour la premiére fois dans
une communication faite au Congreés de Toronto.

Je montre dans ce qui suit que le «theoréme fondamental», qui est contenu
dans le grand mémoire de Voronoi sur les formes quadratiques inseré dans les
tomes 134 et 136 du Journal de Crelle, est une coﬁséquence prerzsque immédiate
d’un lemme tout a fait général. Je pense que la émonstration plus simple du
théoréme fondamental de Voronoi, que je propose, contribuerat & répandre
parmi les géometres les resultats excessivement imﬁortants obtenus par Voronoi
dans le mémoire mentionné du Journal de Crelle, dui était son dernier oeuvre.

§ 1. Lemme général. Soient T des tétraddres tout a fait arbitraires qui partagent
uniformément espace & n dimensions étant contigus par des faces entieres a n —1
dimensions et tels qu’'un domaine quelconque limité (¢’est-a-dire a diameétre limité)
ait des points communs seulement avec un nombre limité de ces tétraedres, alors la
condition nécessaire et suffisante pour qu aucune sphere circonscrite a un tel tétraedre
ne contienne dans son intérieur aucun sommet d’aucun de ces tétraedres est que cela
ait liew pour chaque paire de deuz de ces tétraedres contigus par une face a n—1
dimensions, c’est-a-dire que dans chaque telle paire le sommet d’un de ces té-
traédres me soit pas intérieur & la sphére circonscrite & Uautre, et réciproquement.

Il est évident que cela est nécessaire. Mais celg est aussi suffisant. En effet,
soit 7, un de ces tétraédres, et 4 un sommet d’un quelconque de ces tétraédres.
Soit B un point intérieur de 7). Si le segment de'droi_te AB, en passant d’un
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tétraddre de la partition dans un autre, coupe une face & moins que n—1 dimen-
sions, on peut varier la position du point B dans l'intérieur de 7; de la sorte
que cela n’ait plus lieu. Désignons par 7, T,, T,... T} les tétraédres consé-
cutifs qui sont coupés par le scgment B4 & partir du point B jusqu’au point 4,
et soient F),, F, ... F}_,, les faces & n—1 dimensions par lesquelles sont conti-
gus ces tétraedres consécutifs et que coupe le segment BA en passant d’un de
ces tétraédres dans un autre. Il est évident que le point A4 est situé toujours du
méme cote d’un tel «plan» F, & n—1 dimensions que le tétraédre suivant |
T,,, des deux tétraédres consécutifs T » Ty, qui sont contigus par ce plan. Nous
allons nommer ce c6té du plan «supérleur». Il est facile de montrer.que si le

sommet de 7, n’est pas intérieur & la sphére circonscrite au tétraedre Tj,,, §
et inversement, alors ou bien les sphéres circonscrites & ces deux tétraedres
coincident, ou bien le vecteur C;C,, , qui unit les centres de ces sphéres est
dirigé du coté «inférieur» du plan F... ason coté «supérieur». Mais il est facile
de calculer que dans ce cas la «puissance» (le carré de la longueur de la tangente)
7; du point 4 par rapport}:‘x_la sphére (7};) n’est pas moindre (algébriquement)
que la puissance 7., de ce point par rapport & la sphére (7, ). Nous obtenons

ainsi:
Byt Mg whim waig emimnrs =T >fc,.

mais comme A est situé sur la surface méme de la shpere (T}), on a 7, =0, on ¢
a donc 7, > 0, c’est-d-dire que le sommet A4 n’est pas intérieur & la spheére (7).

Et le lemme est démontré.

Nous allons appliquer ce lemme & la théorie des systémes parallélépipédaux
de points. * §

§ 2. Les tétraédres L des systémes parallélépipédaux E. Soit Z un systéme )
paralléleplpédal de pomtsra n dimensions. Il est facile de voir que le rayon E
de la sphére vide dans est limité, par exemple, il ne peut pas étre plus §
grand que la moitié de la plus grands diagonale du parallélepipéde fondamental
de E auquel appartient son centre. Si une sphere vide dans F n’a pas de
points de FE sur sa surface, son rayon peut étre augmenté. Il peut aussi étre
augmenté si la sphére vide posséde des points de F sur sa surface, mais
ces points sont tous situés dans un «plan» & moins de » dimensions, par exemple |
cela peut étre fait, si I’on éloigne le centre de la spheére de ce plan. Il s’en
suit qu’il doit exister dans E des sphéres vides, qui ont sur leur surface
un groupe n-dimensional de n -+ 1 points de E. Nous allons nommer une
sphére vide dans E, qui posséde un groupe »-dimensional de points de Z’sur
sa surface, une sphére (L) et un tétraédre constitué par un groupe #-dimen-
sional de »—+ 1 de tels points un tétraédre L de E. Il est évident qu’il n’y
a qu’un nombre limité de tétraédres L non homologues, c¢’ést-a-dire qui ne
s’obtiennent pas I’un de I’autre par une translation le long d’un vecteur de X,
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parce qu’on peut supposer que tous ces tétratdres L ont le point O de I pour .
point commun, et alors tous les sommets de ces tétraédres sont des points de
situés & 'intérieur d’une sphére ayant le centre dans le point O et dont le rayon
est supérieur au plus grand diameétre que peut avoir une sphere vide dans Z.

§ 3. Sur les systémes parallélépipédaux spéciaux. II peut arriver qu’il existe des
sphéres vides dans E qui ont un groupe n-dimensional de plus que #—+1 points
de I sur leur surface. Nous nommerons «spécial» un systéeme Z pour lequel cela
a lieu. i
Proposition 1: Si le systeme, I est spécial on peut toujours faire une
telle transformation affine infiniment petite de Uespace apres laquelle le systeme
E devient non spécial.

Démonstration. Soient «;; les coefficients d’une transformatlon affine S de
notre espace a n dlmensmns Considérons un groupe #-dimensional de % —+ 2
points consphériques, c’est-a-dire situés sur la surface d’une méme sphére. Si nous
écrivons ’équation que remplissent dans ce cas les coordonnées de ces points,
et que nous produisons la transformation § dans cette équation, nous obtenons
une équation ¢(«;;) =0 entre les cocfficients a;; de la transformation S, qui doit
étre satisfaite, si les n —+ 2 points restent consphérlques apres la transformation S.
Cette équation algébrique ne peut pas étre remplie identiquement, puisque autre-
ment une transformation aftine tout & fait arbitraire n’altérerait pas la consphéri-
cité des m -2 points considérés, ce qui est, comme il est facile de voir, impos-
sible. Considérons maintenant tous les groupes # - dimensionaux de n -+ 2 points
de. B, les points de chacun desquels sont situés sur une méme sphére vide de E,
et qui ont tous le point O pour point commun. Il ne peut avoir, comme nous
’avons vu, qu ‘un nombre k limité de tels groupes | différents. Soient o, («;) =0,
P (oc”) 0;. 7‘?1.:(“@,)—0 les équations envxsa,ﬂées pour tous ces groupes.
Comme aucune de ces équations alvébrlques n’est remphe identigement, on peut,
comme il est connu, toujours trouver autant qu’on veut de systémes de valeurs
des o, aussi peu différents d’un systéme donné que l'on veut, pour lesquels
aucune de ces équations ne soit remplie. En considérant ceux de ces systemes
qui différent peu du systeme o, = @y, = . .. = 1; a;; = 0 (si¢ =), nous obtenons
la transformation S indiquée dans la proposition. (Cette rédaction de la démon-
stration de la 1-dre proposition a 6té obtenue dans un entretien avec V. Tar-
takowski et O. Jitomirski).

Nous pouvons donc étudier seulement les systémes non spéciaux et envisager
les systémes spéciaux comme leurs cas limites. Dans ce qui suit le systéme 77 sera
toujours supposé non special.

§ 4. La partition de I'espace en tétraédres L pour un systéme non spécial. P ro-
position II. Les tétracdres L de E parmgmt uniformément tout U espace

a n dimensions et sont contigus par des faces em‘/&eres En eftet: 1° soit o une
l 52*
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face & »—1 dimensions d’un tétraédre L; si nous déplacons le centre de la
sphére vide circonscrite & ce tétraédre perpendiculairement i cette face, en vari-
ant son rayon de la sorte qu’elle passe toujours par les points de Z, qui sont les »
sommets de cette face, elle quittera le sommet du tétraédre I, opposé a cette
face et elle se heurtera finalement & un point quelconque de E, situé du coté
opposé de cette face. Ce nouveau point forme avec la face o un nouveau tétraddre
L adjacent & L par la face o; 2° il est évident que si les sphéres circonscrites
a deux tétraédres L, et L, n’ont pas de points communs ou bien se touchent
seulement, alors les tétraédres I, et L, n’ont pas de points communs intérieurs,
et dans le cas que ces sphéres se coupent, les tétraddres L, et L, ont leurs som-
mets sur les segments de leurs sphéres, qui sont situés de cotés opposés du «plan»
mené par le «cercle» d’intersection de ces sphéres ou bien sur-ce «cercle» méme,
car autrement ce sphéres l?e seraient pas vides, parce que les autres segments
sont intérieurs aux sphéres% correspondantes; deux tétraédres I ne peuvent donc
pas avoir des points communs intérieurs.

§ 5. Les domaines D. Envisageons le domaine D, de tous les points
de I’espace, chacun desquels n’est pas plus loin du point O de E que de tout
autre point de K. Il est évident que D, est un polyédre convexe, parce qu’on
peut Pobtenir par exemple en réunissant le point O & tous les points de Z par
des segments droits et en menant par les milieux de ces segments des «plans»
qui leurs sont perpendiculaires, alors le domaine D, sera la partie de I’espace,
située & 'intérieur de tous ces plans, c’est-a-dire du méme coté de ces plans
ou est le point O. Les domaines D construits pour les autres points de & sont
égaux & D et lnisont paralleles. Les polyédres D partagent uniformément 1’espace
2 n dimensions, puisque ch:;a,que point de ’espace n’est aymoins d’un des points
de E pas plus loin que de tout autre point de E, et qu’il fie peut exister de tels
points qui soient plus prés de deux points de £ & la fois de l'un que de 'autre.
Les polyedres D sont contigus par des faces entidres. En effet, si deux polyedres
D" et D' étaient contigus & un polyédre D' par les parties d’une méme face
de D' & n—1 dimensions, 'alors leurs centres devraient étre situés sur la per-
pendiculaire abaissée du centre de D' sur le plan de cette face, et par suite ils
devraient coincider, parce qu’autrement il ne pourrait pas étre qu’un point commun
au polyédres D' et D' soit & égale distance de leurs centres et que cela ait lieu
en méme temps pour les polyedres I’ et D"

Comme les D ont des centres de symétrie et sont égaux et paralleles,
le milieu du segment, qui unit les centres de deux D, qui sont contigus par une
face & n— 1 dimensions, est le centre de cette face.

§ 6. Les tétraédres L et les domaines D d’un systéme C non spécial. Il y a une cor-
respondance bien simple entre les tétracdres L et les domaines D dans le cas,
quand le systéme I n’est pas spécial.
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Proposition III: Les tétraédres L d'un systeme E non spécial sont cor-
itifs aux sommets des polyéd%es D de ce systeme. En effet, chaque sommet d’un
appartient au moins & n—+1 D différents dont les centres forment un groupe
points de E & n dimensions. Ce sommet est évidlemment le centre d’une
iere vide passant par ces »—+ 1 points de E, parce que si cette sphére n’etait
; vide, ce sommet serait plus prés du point de E intérieur & cette sphere que

5w —+ 1 points de E mentionnés et ne pourrait pas appartenir & leurs do-
\ines D. Le tétraddre construit sur les n —+ 1 centres des # —+ 1 D, qui ont un som-
st commun, est donc un tétraddre L de E. On voit aussi que dans un systeme £
m spécial tous les sommets des D sont «simples», ¢’est-a-dire qu'en chaque
mmet sont contigus seulement #—1 domaines D). Voronoi nomme de tels
mmets des sommets primitifs. Chaque sommet d’un D est donc corrélatif & un
stracdre L, et inversement. Le groupe de tous les itétraédres L, qui ont un
ymmet commun est corrélatif & un D de E. Si lon connait la partition de E
n tétraddres L, on connait aussi la partition de I’espace en domaines D.
§ 7. Le nombre des types topologiques des systémes E & n dimensions est limité.
Proposition IV: Le nombre des faces & m-— 1 dimensions d’un D n’est
sas plus grand que 2 (2" — 1). Aucun point milieu entre deux points de E, c’est-
i-dire dont les coordonnées par rapport au groupe de » vecteurs fondamentaux
de E ont pour dénominateurs le nombre 2, ne peut gtre intérieur & un D. Cela
suit immédiatement de la construction mentionnée de D au moyen des plans pas-
sant par les milieux des vecteurs de £. Il n’existe que 2"—1 milieux entre les
points de F qui ne soient ‘pas homologues par rapport au groupe des transla-
tions de F. Si nous construisons en partant de chacun de ces 2" ——1 points un
systtme égal et paralléle & E, il ne peut avoir dans chacun de ces systémes deux

points qui soient les centres de deux faces d’'un D, qui?ne soient pas symétriques
au centre de ce D, parce qu’au cas contraire le milieu de ces deux points, tou-
jours aussi le milieu entre deux points de E serait en raison de la convexité
de D un point intérieur de D sans étre son centre. Cela démontre la proposition.
(Théoréme de Minkowski).

Proposition V: Le nombre de types topologiques différents possibles d’un
domaine D d'un systeme parallélépipédal & n dimensions est limité. Cela suit du
fait qu’en général le nombre des types topologiques de polyédres convexes an
dimensions ayant un nombre limité & de faces & n—1 dimensions est limité.
En effet, le nombre des faces & n—2 dimensions d’'une face & n—1 dimensions
d’un tel polyédre ne peut pas étre plus grand que k—1 (ce qui arrive seulement
si le polyédre est une «pyramide», et la face 3 n—1 dimensions en questions
est la base de cette pyramide). Le nombre des faces an—3 dimensions des
faces & 7—2 dimensions ne peut pas étre plus grand que k—2, et ainsi de suite-
Le nombre de leurs contiguités différentes est donc aussi limité.
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Le type topologique du domaine D détermine le type topologique de la
partition de E en tétraédres Z. Nous allons ’appeler —le type topologique de Z.

§ 8. Theoréme fondamental. Za condition nécessaire et suffisante pour qu’un
systeme de n vecteurs fondamentauz d’un systeme E parallélépipédal de points
@ m dimensions soit lié univoquement au domaine D de ce systéme, cest-a-dire
a ce systeme lui-méme, est que les produits scalaires de ces vectewrs deuz @ deuz,
c’est-a-dire les coefficients de la forme quadratique correspondante au systeme de
vecteurs mentionnés, suffisent & un nombre limité a’inégalités linéaires, qui sont
détérminées par le type topologique du systéme E et par le caractere de liaison
de ce systéme de vectewrs avec le domaine D, qui dépend de n0s conventions.
Envisageons un systéme de » vecteurs fondamentaux de ' qui soient lié d’une
fagon donnée avec le domaine D de E. II 0’y a qu'un nombre limité de
paires non homologues de tétraedres . de E contigus par des faces & n-1
dimensions. b
' Pour chaque telle paire de tetrasdres Z le n—+1-er sommet de I'un de
ces tétraddres de la paire n’est pas intérieur i la sphére circonscrite & D’autre
de ces tétraedres, et inversement, ce qui suit de la détermination méme des
tétraédres L. Au contraire, si cela a lieu pour chaque paire de tetraddres conti-
gus par une face 4 n—1 dimensions, alors ce sont des tétraddres I, parce que
selon le lemme général mis & la téte de ce mémoire, aucun sommet d’aucun de
ces tétraedres, ¢’est-a-dire aucun point du systéme Z, n’est intérieur & aucune
sphére circonscrite & un tel tétraedre, c’est-a-dire que cette spheére est vide.
Ces conditions sont donc nécessaires et suffisantes. Il ne reste qu’a les exprimer
au moyen des coefficients de la forme quadratique positive

: Y
f(xl,; Byes nioili) = ‘\_ (U3 0, 0y,

- correspondante au systéme fondamental choisi des » vecteurs de .

Soient z,; £@;.. ., ("+) _ 2...m) les coordonnées par raport i ce
systéme de ‘vecteurs des sommets du premier tétraédre L, d’une telle paire
de tétraddres et 2,%); 0. .5 ) 30+ coux des sommets du second L.

2
Un calcul facile montre que la condition indiquée s’écrit ainsi:

of af of
f(xz l))’ dxl(l)’ dx2(1)7 [ '. J bm’ 1
FE®y o dens wash S 1- 2 T
......................... ; >0 1
o of of of
f(xi(”-l-ﬂ)),m, W)’ oty .W, 1 ,l
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En effet, si &, sont les coordonnées du centre de la sphére (L,) et 7, son

rayon, on a alors
f (xi(m) =
ou bien

; of
f (xg'(m)) 9z, ™

g

E,')=7'32 (m=2,8...n+2)
of
T Oz, ™

et si ¢, est un point sur (L,) alors on a encore I’équation

—_—
« v .

|

On obtient donc I’équation suivante de la sphere (Lz){

f (xi(n+2)),.

|
.

52;, &_‘;, ........ a_t;’ 1
of _of of
W, &52(_2), o @se .W, 1

------------------

of of

dxl(n+"2)’ 0:172(’“'2)’ .

E-n+f(2i)_r22 b )

(2)

Qi l’on numere les sommets de 7, de méa.niére que mineur de f(2)

dans (2) soit positif, on obtient

la condition (1).

Le déterminant (1) peut facilement étre transformé en le produit suivant:

1 00.....5 00
0 10%uaass 00
00a,a, Q1
(—1") Ogy Ogg - + - Do
00 a’nl am ‘ “rm

f (w@(l))7 xl(l)a 5172(1),
Fla ), 20, o, .. ...

>0  (3)

Mais le premier déterminant est le discriminant de la forme positive f(z;),
il est ici positif, la condition (1) se réduit donc & ce que le second déterminant
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(3) ne soit pas négatif. ~En5développant ce déterminant par la premiere colonne,
on obtient I’inégalité :

Solent p., p,...p, les formes linéaires par rapport & a;, (4) correspondantes
a toutes les x paires de tétraddres non homologues mentionnées. Les conditions
en question s’écrivent alors ainsi:

P20; 0, =>0;.... -px = 0.

|
B. H. JEJIOHE. 0 TIYCTOM IIAPE
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|

3HamernTas nocueprHad paGora Bopouoro, nomemensas B 134-m u 136-M Tomax
Hypuara Kpeais, ogemn TpyZna xis 9yrenmd. Jaxe Baxwams, BrIo9mpmumii B cpoif
KOMIOERAUYM BCe BaxkHelimme pycckhe paGoTHI 1o TEOpUU KBAJPATHYHBIX $OPM, NHIIET,
UTO OH HE pemaeTcsd m3IaraTh 9TO TPYLHOE AccieIoBanme.

Toabko-aro memoaamiocs 25-zeTae co ABst cvepra Bopororo. f gymare, yro aygmmm
COocoGOM MOYTUTD 9Ty _NATYy ABHIOCH GBI OmyGINKOBaHME uCCIeN0BaHNI, NPOLOLKAIOIAX
I yupomanomax TpyiHble HCcieL0BAHAS Bopororo.

Hacroamasa paGora COLePKAT OPOCTOH BBIBOX TEOPEMbI YKA3aHHOTO GOJbIIOTO
memyapa Bopomoro, koropas B mem Ha3spama «PYHJIAMEHTAJbHOIi».  OKasbIBaeTCa, 4TO
9Ta TeopeMa HABIAETCH HENOCPEICTBEHRLIM CIEACTBHEM OXHOH coBceM oGmeil JeMMBbI,
KOTOpad, MOKET GhITh, HaiigzeT ceGe IpAIOKEHNA U B aHAIW3e.

|

|
|

|



